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PODATNOŚCIOWE I SZTYWNOŚCIOWE RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE 
LEPKOSPRĘŻYSTOŚCI ŻYWIC 

Opracowano zmodyfikowany model reologiczny HWKK żywic z uwzględnieniem analiz wyników badań eksperymentalnych. 
Model ten pozwala na symulację procesów lepkosprężystych krótko-, średnio- i długotrwałych w żywicy epoksydowej lub polie-
strowej, przy założeniu procesów odwracalnych, pierwszego rzędu, występujących w polimerowych kompozytach włóknistych. 
Sformułowano podatnościowe równania konstytutywne liniowej lepkosprężystości żywic, w wersji postaciowo- 
-objętościowej (3)1. Zastosowano trzy liniowo niezależne funkcje historii naprężenia (3)2,3 do symulacji odkształceń postacio-
wych. Odkształcenia objętościowe są symulowane jako idealnie sprężyste. Model reologiczny HWKK żywic został pozytywnie 
zweryfikowany dla wybranych programów naprężenia.  

Zmodyfikowany model HWKK jest opisany przez dwie stałe sprężystości oraz 6 stałych lepkosprężystości (3 współczynniki 
pełzania długotrwałego i 3 czasy retardacji). Opracowano algorytm identyfikacji (4, 5) stałych lepkosprężystości i wyznaczono te 
stałe dla żywicy epoksydowej Epidian 53 oraz poliestrowej Polimal 109 (tab. 1). Wyniki eksperymentalne oraz optymalnie symu-
lowane pełzanie dla wybranej żywicy pokazano na rysunku 1. 

Opracowano analityczną metodę odwracania podatnościowych równań konstytutywnych lepkosprężystości żywic.  
W przedstawionej metodzie wykorzystuje się przybliżone sztywnościowe równania konstytutywne lepkosprężystości modelu 
HWKK (9)1, które symulują przebiegi naprężeń dewiatorycznych za pomocą trzech liniowo niezależnych funkcji historii od-
kształcenia. W równaniach sztywnościowych występują dwie stałe sprężystości (te same co w równaniach podatnościowych) oraz 
6 stałych lepkosprężystości, o przejrzystej interpretacji fizycznej (3 współczynniki relaksacji długotrwałej oraz 3 czasy relaksa-
cji). Naprężenia aksjatoryczne są symulowane jako idealnie sprężyste. Stałe lepkosprężystości występujące w równaniach sztyw-
nościowych wyznacza się analitycznie (21)-(25) z warunku zgodności ścisłej i przybliżonej sztywności zespolonej postaciowej. Re-
zultaty odwracania podatnościowych równań konstytutywnych pokazano na rysunku 2, przedstawiającym  
w skali półlogarytmicznej ścisłą i przybliżoną sztywność zespoloną postaciową wybranej żywicy. 

Słowa kluczowe:  żywice, równania konstytutywne podatnościowe i sztywnościowe, stałe materiałowe, identyfikacja 

CONSTITUTIVE COMPLIANCE/STIFFNESS EQUATIONS OF VISCOELASTICITY FOR RESINS 
A modified rheological model HWKK for resins has been developed, taking into consideration the results of analysis  

of the experimental investigations. This model makes possible to simulate short-, medium- and long-lasting viscoelastic pro-
cesses in epoxy or polyester resin, provided that the processes are reversible and of the first-rank type. These assumptions are 
satisfied for fibrous polymeric composites. Constitutive compliance equations of linear viscoelasticity have been formulated, in 
the shear-bulk version (3)1. The shear (distorsional) deformations are simulated with three linearly independent stress-history 
functions (3)2,3. The bulk (voluminal) deformations are simulated as ideally elastic. The HWKK rheological model for resins has 
been positively validated for selected stress programmes. 

The modified HWKK model is described with two constants of elasticity and 6 constants of viscoelasticity, i.e. 3 long-lasting 
creep coefficients and 3 retardation times. An algorithm for identification of constants of viscoelasticity has been  
developed (4, 5) and these constants have been estimated for Epidian 53 epoxy as well as Polimal 109 polyester resin  
(Table 1). The experimental results and the optimally simulated creep processes are illustrated in Figure 1 for selected resin. 

An analytic method for reversal of the constitutive compliance equations of viscoelasticity has been developed.  
The method uses the approximate constitutive stiffness equations of viscoelasticity of the HWKK model (9)1, which simulate 
time histories of the deviatoric stresses with three linearly independent strain-history functions. In the stiffness equations there 
occur 2 constants of elasticity (the same as in the compliance equations) as well as 6 constants of viscoelasticity of clear physical 
interpretation (3 long-lasting relaxation coefficients and 3 relaxation times). The axiatoric stresses are simulated as ideally elas-
tic. The constants of viscoelasticity, describing the stiffness equations, are derived from the condition of coincidence of the exact 
and approximate shear complex stiffnesses (21)-(25). The results of reversal of the constitutive compliance equations are illus-
trated in Figure 2, presenting the exact and approximate shear complex stiffnesses for selected resin. 

Key words:  resins, constitutive compliance/stiffness equations, material constants, identification 

                                                        
1 prof. dr hab. inż. 

WSTĘP 
Żywica epoksydowa i poliestrowa należą do po-

wszechnie stosowanych matryc polimerowych kompozy-
tów włóknistych. W praktyce poziomy naprężeń  
w żywicach nie przekraczają wówczas 30% ich wy-

trzymałości doraźnej na rozciąganie. Procesy reologicz-

ne w żywicach, m.in. pełzania i relaksacji, są wówczas 
odwracalne, pierwszego rzędu, ale, jak pokazują ekspe-
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rymenty, nie dają się symulować za pomocą pojedynczej 
funkcji tworzącej w klasie funkcji wykładniczych. 

Modelowaniu żywic w zakresie liniowo lepkospręży-
stym w wersji podatnościowej poświęcone są m.in. prace 
[1-8]. Rabotnow [1] zastosował wybraną funkcję wy-
kładniczą ułamkową jako funkcję historii naprężenia 
normalnego. Tę samą funkcję zastosował Wilczyński 
[2], wprowadzając całkowe przedstawienie tej funkcji 
oraz niezależną symulację lepkosprężystych odkształceń 
postaciowych i objętościowych. Jest to tzw. model HW. 
Model HW został praktycznie zastosowany w pracy [3], 
gdzie do modelowania lepkosprężystego żywicy epoksy-
dowej wykorzystano przebiegi pełzania postaciowego i 
objętościowego tworzywa sztucznego, podane w mono-
grafii [4]. 

Lepsze dopasowanie do wyników eksperymentalnych 
w zakresie pełzania żywic uzyskano dla modelu HWKN 
[5], opisującego pełzanie pierwszorzędowe  
i drugorzędowe żywic. Model mechaniczny HWKN 
składa się z elementów Hooke’a, Wilczyńskiego,  
Kelvina i Newtona; jest opisany przez 2 stałe sprężys-
tości oraz 12 stałych lepkosprężystości (2 współczynniki 
pełzania długotrwałego, 4 ułamki, 6 czasów retardacji). 
Algorytm identyfikacji stałych lepkosprężystości jest 
częściowo niejednoznaczny, tzn. można wyznaczyć 
wiele zestawów wartości stałych przy założonym błę-
dzie aproksymacji. 

Eksperymentalna walidacja modelu HWKN dla wy-
branych programów naprężenia dała wyniki negatywne. 
Opracowano zatem kolejny model reologiczny HWKK 
[6], uzyskując dobrą zgodność procesów symulowanych 
i eksperymentalnych w próbach walidacyjnych, zarówno 
dla żywicy epoksydowej, jak i poliestrowej. Model 
HWKK w wersji sformułowanej w [6] jest opisany 
przez 2 stałe sprężystości oraz 7 stałych lepkosprężysto-
ści (4 współczynniki pełzania długotrwałego, 3 czasy 
retardacji). Model uzależnia od siebie dwa współczyn-
niki pełzania długotrwałego oraz nie wykorzystuje eks-
perymentalnie stwierdzonego faktu, że odkształcenia 
objętościowe mają charakter sprężysty [7]. 

W niniejszej pracy opracowano zmodyfikowany mo-
del reologiczny HWKK żywic, z uwzględnieniem do-
tychczasowych analiz wyników badań eksperymental-
nych. Sformułowano podatnościowe równania kons-
tytutywne liniowej lepkosprężystości tego modelu,  
w wersji postaciowo-objętościowej, opisujące izoter-
miczne procesy lepkosprężyste krótko-, średnio- i długo-
trwałe, odwracalne, pierwszego rzędu. Odkształcenia 
postaciowe są symulowane przez trzy liniowo niezależ-
ne funkcje historii naprężenia. Odkształcenia objęto-
ściowe są symulowane jako idealnie sprężyste. Odwzo-
rowanie mechaniczne tego modelu składa się z elemen-
tów Hooke’a, Wilczyńskiego oraz dwóch elementów 
Kelvina, połączonych szeregowo. 

Problem odwracania podatnościowych równań kon-
stytutywnych lepkosprężystości żywic był analizowany 

m.in. w pracach [2, 9, 10]. W monografii [2] sformuło-
wano podatnościowe i sztywnościowe równania konsty-
tutywne odpowiadające modelom HK, HW, przy założe-
niu lepkosprężystych odkształceń postaciowych i obję- -
tościowych. 

W pracy [9] rozważono modele bardziej złożone, 
HKN, HKK, HWK, z których ostatni (HWK) jest przy-
datny do modelowania procesów odwracalnych krótko- i 
średniotrwałych w żywicach. W przypadku modeli HKN, 
HKK podatnościowe równania konstytutywne odwrócono 
analitycznie, wykorzystując tylko transformaty Lapla-
ce’a. Odnośnie do modelu HWK wspomniano o możli- 
wości numerycznego odwrócenia równań podatnościo-
wych za pomocą odwrotnej transformacji Laplace’a. 

Próbę numerycznego odwrócenia podatnościowego 
równania konstytutywnego postaciowego, opisującego 
model HWKN podjęto w pracy [10]. Zaproponowano 
wyznaczanie stałych lepkosprężystości z warunku dopa-
sowania transformat Laplace’a, odpowiadających rów-
naniu podatnościowemu oraz przyjętemu równaniu 
sztywnościowemu. Zastosowano metodę systematyczne-
go przeszukiwania, co w przypadku relatywnie dużej 
liczby zmiennych decyzyjnych (6) i bardzo rozległych 
przedziałów przeszukiwania prowadzi do algorytmu 
nieefektywnego numerycznie. Ponadto, transformaty 
Laplace’a dopasowywano, przyjmując rzeczywiste,  
a nie zespolone, wartości parametru transformat. 

W niniejszej pracy opracowano analityczną metodę 
odwracania podatnościowych równań konstytutywnych 
lepkosprężystości żywic, opisujących zmodyfikowany 
model reologiczny HWKK. 

PODATNOŚCIOWE RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE 
SPRĘŻYSTOŚCI ŻYWIC 

W modelowaniu żywic, jako matryc polimerowych 
kompozytów włóknistych, powszechnie zakłada się 
izotropowość oraz liniowość związków konstytutyw-
nych. Podatnościowe równania konstytutywne sprężys-
tości, w sformułowaniu kierunkowym, w notacji macie-
rzowej mają znaną postać (m.in. [5]) 
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gdzie: xyz - kartezjański układ współrzędnych, ε - wek-
tor odkształceń kierunkowych, σ - wektor naprężeń 
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kierunkowych, S - macierz podatności sprężystych,  
E - moduł Younga, ν - stała Poissona. 

Podatnościowe równania konstytutywne sprężystości, 
w wersji postaciowo-objętościowej, w notacji macie-
rzowej mają formę [5]: 
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gdzie: bbss σεσε ,,,  - dewiator odkształceń, dewiator 
naprężeń, aksjator odkształceń i aksjator naprężeń  
(w zapisie macierzowym), sS  - podatność sprężysta 
postaciowa, bS  - podatność sprężysta objętościowa,  
G - moduł Kirchhoffa, B - moduł Helmholtza, przy czym 

( ) .SS bs AAIS +−=  

PODATNOŚCIOWE RÓWNANIA 
KONSTYTUTYWNE LEPKOSPRĘŻYSTOŚCI ŻYWIC 
W WERSJI POSTACIOWO-OBJĘTOŚCIOWEJ 

Analiza wyników badań eksperymentalnych w za-
kresie odkształceń próbek rozciąganych jednokierunko-
wo według wybranych programów naprężenia [5-7] 
prowadzi do wniosku, że podatnościowe równania kon-
stytutywne lepkosprężystości żywic, w wersji postacio-
wo-objętościowej, można przyjąć w postaci 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 2,1,0,1,,

1
1,

1

,

21

0

2211

0
00

2

0 0

====

+
=ΛΛ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+=

⋅=⊗=

−−

∞
−

=

∫

∑ ∫

jetFetF

detF

dtFStS

tStttSt

j
j

tt

t

j

t

jjss

bbbsss

τ
ααα

ξξπ
ξξξξα

ϑϑω

αα

ξα

σεσε

 (3) 

We wzorach (3) wprowadzono następujące nazew-
nictwo: t - zmienna czasowa, ⊗  - operator splotu, ( )tSs  

- podatność czasowa postaciowa, F0(t) - funk- 
cja wykładnicza ułamkowa Rabotnowa-Wilczyńskiego  
z ułamkiem μ = 0,5, F1(t), F2(t) - funkcje wykładnicze 
zwykłe, ,2,1,0, =jjω  - współczynniki pełzania długo-

trwałego, ,2,1,0, =jjτ  - czasy retardacji (różnych  
rzędów). 

Interpretacja wzorów (3) jest następująca: Podatność 
czasowa postaciowa jest zdefiniowana przez trzy linio-
wo niezależne funkcje historii naprężenia. Funkcja F0(t) 
wpływa na odkształcenia krótko-, średnio- i długotrwałe. 
Funkcja F1(t) ma wpływ na odkształcenia średnio-  
i długotrwałe. Ostatnia funkcja F2(t) ma wpływ tylko na 
odkształcenia długotrwałe. Dewiator odkształceń jest 
lepkosprężysty; odpowiada mu model mechaniczny 
HWKK (układ elementów Hooke’a, Wilczyńskiego, 
Kelvina, Kelvina, połączonych szeregowo [6]), opisany 
przez dwie stałe sprężystości ( )BGE ,lub,ν  oraz  
6 stałych lepkosprężystości ).2,1,0,,( =jjj τω  Aksja-
tor odkształceń jest sprężysty. Równania (3)1 opisują 
procesy lepkosprężyste w żywicach w warunkach izo-
termicznych (w temperaturze pokojowej), pierwszego 
rzędu, odwracalne.  

Podatnościowe równania konstytutywne lepkosprę-
żystości, opisujące zmodyfikowany model HWKK, 
można również sformułować w wersji kierunkowej, bez 
wprowadzania nowych stałych materiałowych.  

IDENTYFIKACJA STAŁYCH 
LEPKOSPRĘŻYSTOŚCI ŻYWICY EPOKSYDOWEJ I 
POLIESTROWEJ 

Rozpatruje się pełzanie klasyczne próbek walcowych 
wykonanych z danej żywicy, rozciąganych jednokierun-
kowo. Program naprężenia ma postać σxx(t) = 
= σxx ⋅ H(t), σxx = 0,3Rm, gdzie: x - oś próbki, H(t) - 
funkcja Heaviside’a, Rm - wytrzymałość natychmiastowa 
na rozciąganie. Równania opisujące pełzanie dla  
t > 0 mają postać: 
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Z równań macierzowych (4)1 wynikają następujące 
zależności między pierwszymi składowymi dewiatorów i 
aksjatorów naprężeń i odkształceń: ( ) ( ) ,s1ss1 tSt σε ⋅=  

,11 bbb S σε ⋅= przy czym:  
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Przebiegi odkształceń kierunkowych ( ) ( )tt yyxx εε ,  
mogą być łatwo zmierzone eksperymentalnie. Badania 
pełzania próbek z żywicy epoksydowej (Epidian 53)  
i poliestrowej (Polimal 109) przeprowadzono w latach 
2000-2001 w Laboratorium Wytrzymałości Materiałów 
IMMT WM WAT i szczegółowo opisano w [6]. 

W niniejszej pracy stałe lepkosprężystości występu-
jące w równaniach (3) wyznaczono w trzech etapach. W 
etapie 1 wyznacza się stałe 00 τω ,  na podstawie pełza-
nia krótkotrwałego, opisanego formułą przybliżoną 

( ) ( )[ ] ( ) .,0,1 01001 TttSt sss ∈+≈ σϕωε  Punkty kolokacji 
wybiera się quasi-równomiernie, w skali logarytmicznej, 
w wymienionym przedziale czasu. Z testów wstępnych 
wynika, że dla żywic T0 = 3 h. Minimalizuje się błąd 
względny δ między pełzaniem symulowanym  
a pełzaniem eksperymentalnym, w punktach kolokacji. 
Minimalna liczba punktów kolokacji wynosi .n 20 =   
W nieliniowym zadaniu optymalizacyjnym przyjęto 

,n 150 =  estymując stałe 00 ,τω  metodą systematyczne-
go przeszukiwania, w pętli iteracyjnej. Iteracja polegała 
na stopniowym zawężaniu dwóch przedziałów przeszu-
kiwania, z jednoczesnym zwiększaniem dokładności 
estymacji do wartości .h01,0,01,0 00 =Δ=Δ τω  

W etapie 2 wyznacza się stałe 11,τω  na podsta- 
wie pełzania krótko- i średniotrwałego, opisanego for-
mułą przybliżoną ( ) ( ) ( )[ ] ,1 111001 sss ttSt σϕωϕωε ++≈  

( ).,0 1Tt ∈  Z testów wstępnych wynika, że dla badanych 
żywic T1 = 50 h. Przyjęto n1 = 22. Stałe 11,τω  estymo-
wano analogicznie jak w etapie 1, przy czym 

h1,0,01,0 11 =Δ=Δ τω .  
 
TABELA 1. Wartości stałych materiałowych sprężystości i 

lepko- sprężystości badanych żywic (równania po-
datnościowe) 

TABLE 1. Values of material constants of elasticity and vis-
coelasticity of the examined resins (compliance 
equations) 

Stała materiałowa Epidian 53 Polimal 109 

E, GPa 3,14 4,28 

ν 0,418 0,363 

ω0 0,19 0,52 

ω1 0,16 0,40 

ω2 1,24 1,28 

τ0, h 3,13 1,69 

τ1, h 55,1 69,8 

τ2, h 2480 2590 

 
W etapie 3 wyznacza się stałe 22 τω ,  na podstawie 

pełzania krótko-, średnio- i długotrwałego w przedziale 
( )20 T,t ∈ . Z testów wstępnych wynika, że T2 = 50 h. 

Przyjęto n2 = 30. Stałe 22 τω ,  estymowano analogicznie 
jak w etapach 1 i 2, przy czym Δω2 = 0,01, Δτ2 = 10 h. 

Wyższa dokładność estymacji stałych lepkospręży-
stości w poszczególnych etapach jest nieuzasadniona ze 
względu na ograniczoną dokładność pomiarów odkształ-
ceń. Wyniki identyfikacji stałych sprężystości  
i lepkosprężystości badanych żywic zestawiono w tabe-
li 1. Błędy względne δ odchylenia symulowanej krzywej 
pełzania postaciowego od wartości eksperymentalnych 
wyniosły < 0,6% dla Epidianu 53 oraz < 0,8% dla Poli-
malu 109. Dokładność modelowania lepkosprężystego 
żywic pokazano na rysunku 1 przykładowo dla żywicy 
epoksydowej. Odkształcenia występujące na rysunku 1 
zdefiniowano we wzorach (5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 1. Pełzanie klasyczne próbki z Epidianu 53. Symulowane pełzanie 

postaciowe i objętościowe na tle wartości eksperymentalnych. Na-
prężenie rozciągające σxx = 15,6 MPa 

Fig. 1. Classical creep of the sample made of Epidian 53 epoxy.  
The simulated shear and bulk creep backgrounded with the expe-
rimental values. Tensioning stress σxx = 15,6 MPa 

SZTYWNOŚCIOWE RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE 
SPRĘŻYSTOŚCI I LEPKOSPRĘŻYSTOŚCI ŻYWIC 

Sztywnościowe równania konstytutywne liniowej 
sprężystości materiału izotropowego, w wersji postacio-
wo-objętościowej, otrzymuje się łatwo z równań (2)1: 

 bbbsss CC εσεσ == ,  (6) 

gdzie: BCGC bs 3,2 ==  są odpowiednio sztywnością 
sprężystą postaciową i objętościową. Sumując równania 
(6), z uwzględnieniem zależności (2), otrzymuje się 
sztywnościowe równania konstytutywne sprężystości, w 
wersji kierunkowej: 
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przy czym kierunkowe sztywności sprężyste wyrażają 
się wzorami: 

 ( ) ( )GBCGBC 23
3
1,43

3
1

21 −=+=  (8) 

Przybliżone sztywnościowe równania konstytutywne 
liniowej lepkosprężystości żywic, w wersji postaciowo- 
-objętościowej, opisujące zmodyfikowany model HWKK, 
przewiduje się w postaci: 
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We wzorach (9) wprowadzono następujące oznacze-
nia: Cs(t) - sztywność czasowa postaciowa, K0(t) - funk-
cja wykładnicza ułamkowa Rabotnowa-Wilczyńskiego z 
ułamkiem μ = 0,5; K1(t), K2(t) - funkcje wykładnicze 
zwykłe, ,2,1,0, =jjκ  - współczynniki relaksacji długo-

trwałej, ,2,1,0, =jrjτ  - czasy relaksacji (różnych rzę-
dów). 

Interpretacja wzorów (9) jest następująca: Sztywność 
czasowa postaciowa jest zdefiniowana przez trzy linio-
wo niezależne funkcje historii odkształcenia. Funkcja 
K0(t) ma wpływ na naprężenia dewiatoryczne krótko-, 
średnio- i długotrwałe. Funkcja K1(t) ma wpływ na na-
prężenia średnio- i długotrwałe. Ostatnia funkcja K2(t) 
ma wpływ tylko na naprężenia długotrwałe. Dewiator 
tensora naprężeń jest lepkosprężysty, natomiast aksjator 
- sprężysty. Sztywnościowe równania konstytutywne są 
opisane przez dwie stałe sprężys- 
tości (G, B) oraz 6 stałych lepkosprężystości ,,( rjj τκ  

).2,1,0=j  
Przybliżone sztywnościowe równania konstytutywne 

lepkosprężystości żywic można również sformułować w 
wersji kierunkowej, bez wprowadzania dodatkowych 
stałych materiałowych. 

WYZNACZENIE ŚCISŁEJ I PRZYBLIŻONEJ 
SZTYWNOŚCI ZESPOLONEJ POSTACIOWEJ 

W celu uzyskania przejrzystych rozważań w niniej-
szym punkcie pomijamy indeks ( )s. Do wyznaczenia 
ścisłej podatności zespolonej postaciowej oraz przybli-
żonej sztywności zespolonej postaciowej zastosowano 
metodykę zbliżoną do metodyki opisanej w monografii 
[2]. 

Pojedyncze równanie w równaniu macierzowym (3)1 
przepisujemy w postaci 
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  (10) 

Transformacja Laplace’a na równaniu (10)1 daje w wy-
niku równanie algebraiczne 
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gdzie q jest zespolonym parametrem transformaty, na-
tomiast: 
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są transformatami Laplace’a funkcji historii naprężenia. 
Przechodząc w równaniu (11)1 do ustalonych procesów 
harmonicznych z częstością  p [h−1], tzn. przyjmując 

( ) ( ) ,,1,, ∞→−=== tietet ptipti σσεε  mamy: 
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przy czym [2]: 
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Składowe ( ) ( ) ,2,1,, "' =jpFpF jj  odpowiadające zwyk- 
łym funkcjom wykładniczym, można znaleźć w [2]. 
Po podstawieniu wzorów (14) do wzoru (13)2 otrzymuje 
się formułę końcową na ścisłą podatność zespoloną po-
staciową: 
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Odwrócenie równania (13)1 prowadzi do związku 
( ) ( ) ( ),tpCt εσ ⋅= ∗  w którym ( )pC∗  jest ścisłą sztyw-

nością zespoloną postaciową, określoną przez wzory 
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Pojedyncze równanie w równaniu macierzowym (9)1 
przepisujemy w postaci 
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Transformacja Laplace’a na równaniu (17)1 daje w 
wyniku równanie algebraiczne 
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gdzie transformaty Laplace’a ( )qK j  wyrażają się wzo-

rami analogicznymi jak dla ( ) ,2,1,0, =jqFj  przy czym 

zamiast αj należy podstawić βj , j = 0, 1, 2. Przechodząc 
w równaniu (17)1 do ustalonych procesów harmonicz-
nych, otrzymuje się: 
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Części rzeczywiste i urojone ( ) ( )pKpK jj
"' ,  wyra-

żają się wzorami analogicznymi jak dla ( ),' pFj  

( ) 2,1,0," =jpFj , przy czym zamiast αj należy pod-

stawić βj, j = 0, 1, 2. Końcowe wzory na przybliżoną 
sztywność zespoloną postaciową przyjmują formę: 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MATERIAŁOWYCH  
κj, τrj, j = 0, 1, 2 

Dla p > α0 (procesy krótkotrwałe) wpływ funkcji 
tworzących o numerach j = 1, 2 jest pomijalny; otrzymu-
jemy wówczas zredukowany model HW, któremu od-
powiadają następujące formuły ścisłe na części rzeczy-
wiste podatności i sztywności zespolonej [2] 
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przy czym dla funkcji wykładniczej Rabotnowa-Wil-
czyńskiego z ułamkiem 5,0=μ  mamy 
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Dla p = α1 (procesy krótko- i średniotrwałe) tylko 
wpływ funkcji tworzącej o numerze j = 2 jest pomijalny; 
otrzymujemy zredukowany model HWK. We wzorach 
(15)2 należy pominąć składniki odpowiadające j = = 2, 
natomiast wzory (20) redukują się do postaci 
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Jeśli po lewej stronie formuł (23) wstawimy wartości 
ścisłe, określone wzorami (16), to otrzymamy układ 
dwóch równań algebraicznych z dwiema niewiadomymi, 
którego rozwiązanie ma postać: 
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  (24) 

Dla p = α2 (procesy krótko-, średnio- i długotrwałe) 
uwzględniamy pełny model HWKK. Z warunku równoś-
ci części rzeczywistych ścisłej i przybliżonej sztywności 
zespolonej oraz równości odpowiednich części urojo-
nych otrzymuje się układ równań algebraicznych, które-
go rozwiązanie ma postać: 
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Powyższą procedurę powtarzamy w pętli iteracyjnej, 
uwzględniając pełny model HWKK również przy wy-
znaczaniu parametrów κ1, β1. W k-tej iteracji należy 
przyjąć wartości κ2, β2 z iteracji (k-1). 

Miarą dopasowania są względne odchylenia przybli-
żonej sztywności zespolonej postaciowej (20) od sztyw-
ności ścisłej (16), obliczane klasycznie, oddzielnie dla 
części rzeczywistych (δ’) i urojonych (δ”). Przedział 
zmienności częstości p obejmuje α1, α2, α3, które dla 
analizowanego modelu są różnych rzędów. 

Wyniki obliczeń dla żywicy epoksydowej (Epidian 53) i 
poliestrowej (Polimal 109) zestawiono w tabeli 2. Czas 
obliczeń na PC nie przekraczał 1 s dla danej żywicy. 
Proces iteracyjny jest zbieżny; wartości stałych lepko-
sprężystości ustalają się po 6-7 iteracjach, z dokładno-
ścią do 5 cyfr znaczących. Wartości stałych materiało-
wych: ,,,,,,,, 210210 τττωωωνE  stanowiące zbiór da-
nych wejściowych, podano w tabeli 2. 
 
TABELA 2. Wartości stałych materiałowych sprężystości  

i lepkosprężystości badanych żywic (równania  
sztywnościowe) 

TABLE 2. Values of material constants of elasticity and visco-
elasticity of the examined resins (stiffness equa-
tions) 

 

stała materiałowa Epidian 53 Polimal 109 

G, GPa 1,11 1,57 

B, GPa 6,40 5,21 

κ0 0,160 0,342 

κ1 0,106 0,145 

κ2 0,350 0,202 

τr0, h 2,21 0,731 

τr1, h 44,7 48,3 

τr2, h 1280 1530 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Rys. 2. Ścisła i przybliżona sztywność zespolona postaciowa żywicy epok-

sydowej Epidian 53 
Fig. 2. The exact and approximate shear complex stiffnesses for Epidian 53 

epoxy 

Dopasowanie sztywności zespolonych pokazano  
na rysunku 2, przykładowo dla żywicy epoksydowej,  
w skali półlogarytmicznej. Odchylenia wynoszą: δ’ = 
= 0,06%, δ” = 0,53% dla Epidianu 53 oraz δ’ = 0,16%, 
δ” = 1,03% dla Polimalu 109. 

WNIOSKI 
Zmodyfikowany model HWKK pozwala na symula-

cję izotermicznych procesów lepkosprężystych krótko-, 
średnio- i długotrwałych w żywicach, jako matrycach 
polimerowych kompozytów włóknistych. Model ten jest 
opisany przez relatywnie małą liczbę stałych materiało-
wych. Identyfikacja stałych lepkosprężystych jest jedno-
znaczna. Metoda odwracania podatnościowych równań 
konstytutywnych modelu HWKK jest analityczna, jed-
noznaczna i o wysokiej dokładności. 
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